ENSA d’Al-Hoceima Année 2020/2021
CP-II, 2éme année, Semestre 3
Algebre Quadratique, TD2

Série N°2 : Réduction de matrices : Application a la résolution de
systémes différentiels

Exercice 1
Soit {e1, e, e3} la base canonique de R? et f un endomorphismes de R? défini par

fle1) = ea, f(ea) =ezet f(e3) =e1.

1. Déterminer le polynéme caractéristique et le polynéme minimal de f.

2. Décomposer R? en une somme directe de sous-espaces vectoriels propres stables par f.

Exercice 2
Soit A une matrice de M2(C). On suppose que la matrice A a une seule valeur propre double .

1. Montrer qu’on peut trouver une matrice B semblable a A égale & I'une des deux matrices

antes s (N0 A1
sulvantes : 0 A’ 0 A

2. Calculer B™.

Exercice 3

0 10
Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est A= | —4 4 0
-2 1 2

1. Calculer le polynoéme caractéristique de A. Montrer que f est trigonalisable sur R.
2. L’endomorphisme f est-il diagonalisable sur R ?

3. Trouver une base de R? dans laquelle f est triangulaire supérieure.

4. Calculer (A — 2I3)2. En déduire la valeur de A™ pour tout n € N.

Exercice 4
3 -1 -1
Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est A= | —1 2 0
3 -2 0
Calculer le polynoéme caractéristique de A. Montrer que f est trigonalisable sur R.
I’endomorphisme f est-il diagonalisable sur R ?

Trouver une base de R? dans laquelle f est triangulaire supérieure.

- L N o=

En déduire la valeur de A™ pour tout n € N.

Exercice 5
On considere les trois suites réelles (uy )nen, (Vn)nen €t (wy)nen définies sous la forme récurrente

par ug =1, vg = 1, wy = —1 et pour tout n € N par le systéme suivant
Un+1 = Up+ Up — Wy,
(S) : Un+1 = Up — Wn
Wn+1 = Up — Up



1. Ecrire le systéme (S) sous la forme matricielle
Up

Xnt1 =AX, avec X,=|v, |, V€N

Wn,

2. Calculer les valeurs propres de A. En déduire que la matrice A est diagonalisable. Proposer
une base de vecteurs propres de A.

3. Soit P la matrice de passage de la base canonique de R? & une basee de vecteurs propres de
A. Calculer P et P!, puis expliciter la matrice B € RG®*3) définie par B = P~ AP.

4. Calculer A™ pour tout n > 1.
5. En déduire les expressions de u,, v, et w, en fonction de n.

Exercice 6
On veut résoudre le systéme différentiel linéaire du premier ordre sans second membre suivant :

r=x+y
Yy =—-x+4+2y+z
Z=x+z
x
Onpose X = |y
z

1. Montrer qu’on peut écrire le systéme différentiel sous la forme : X'(t) = A.X(t) ou A est
une matrice a déterminer.

2. Montrer que la matrice est inversible, puis trouver le polynéme caractéristique associé a A.

3. Trouver les valeurs propres A1, A2 et A3 de la matrice A.

4. Trouver les vecteurs propres v1, v et v3 associés respectivement aux valeurs propres A1, A
et )\3.

5. Trouver la solution générale X (), puis touver la solution X (¢) satisfaisant la condition

initiale X (0) =

W | ==

1
6. Trouver la solution t —s X (£) tel que X(0) = [ j | ot j = €',

j2

Soient M, N et P des points dans le plan complexe d’afixes x(t), y(t) et z(t), le traingle
M NP est-il équilatéral ?

Exercice 7
Soit (S) le systeme differentiel lineaire avec second membre

() = wz(t)+2y(t) +et
(S):¢ y'(t) = —3z(t)—3y(t)+2(t) —¢€'
2'(t) 22(t) + 2y(t) — 2(t) + 2€*

ou x, y et z désignent des fonctions de R dans R.

1. Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, du systeme linéaire homogene associé a
(S).

2. Déterminer la solution particuliere du systeme (S) pour les conditions initiales z(0) = 1,
y(0) = —1et 2(0) = 1.

3. Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, du systéme (S).



